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Algebre linéaire : Théoreme du rang

Pré-requis : famille libre, famille génératrice, base, existence de base, théoreme de la base
extraite et théoreme de la base incomplete.
Cadre : Ici FE et I sont des K-espaces vectoriels de dimension finie.
Définition. Soit f : E — F linéaire,
1. On note Ker(f) ={z € E| f(z) =0}, Ker(f) est le noyau de f.
2. On note Im(f) = {f(x) | x € E}, Im(f) est l"image de f.

Exercice. Soit f : E — F linéaire, montrer que :
1. Le noyau Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
2. L’image Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

3. Si{ai,az,...,a,} est une famille génératrice de E, alors {f(a1), f(az),..., f(an)} est une
famille génératrice de Tm(f), autrement dit on a Im(f) = Vect(f(a;), 1 <1i<n).

4. L’application f est surjective si et seulement si Im(f) = F.
Proposition. Soit f: E — F linéaire, alors f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.

Démonstration. On rappelle que f : E — F injective <= Vz,y € E, f(x) = f(y) =z =1y.
Supposons que Ker(f) = {0}, alors pour z,y € E, f(z) = f(y) = f(x) — fly) =0 =
fle—y)=0=z—y=0=>2x=y.
Réciproquement, supposons que f est injective. Soit x € Ker(f), alors f(z) =0 or f(0) =0
car f linéaire donc f(z) = f(0) = = =0. O

Proposition. Soit f : E — F linéaire et injective alors l'image d’une famille libre de E est
une famille libre de F'. Autrement dit si {a1,as,...,a,} est une famille libre dans E, la famille
des images {f(a1), f(az),..., f(an)} est une famille libre dans F.

Démonstration. Soit {ay,as, ..., a,} une famille libre dans E. Montrons que la famille des images
{f(a1), f(az),..., f(an)} est une famille libre dans F' : soit (A;)i<i<n € K une collection de
scalaire tels que Y .| \; f(a;) = 0 alors par linéarité de f :

n n n n
Z Alf(al) =0 << Z f(/\lal) =0 << f <Z )\laz> =0 ! zrgtwe Z Nia; =0
i=1 i=1 i=1 i=1

La famille {a1, ag, ..., a,} étant libre ceci implique que A\; =0, V1 < i < n. Ce qui conclut. O

Proposition (Théoréme du rang). Soit f : E — F une application linéaire, alors

| dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) |
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Démonstration. On sait que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E, on prend {aj,as,...,a,}
une base de Kerf (donc dim(Ker(f)) =n). La famille {a1, as,...,a,} est donc une famille libre
de E, par le théoreme de la base incomplete, on peut compléter cette famille en une base de F :
il existe des vecteurs {by, ba, ..., b.} tels que {a1,a9,...,an,b1,ba,...,b.} soit une base de F (on
a alors dim(F) = n + r avec dim(F) = dim(Ker(f)) + ).

Par Pexercice, {f(a1), f(az2),..., f(an), f(b1), f(b2),..., f(b.)} est une famille génératrice de
Im(f), or par définition des a;, on a f(a;) = 0, V1 < i < n. Donc {f(b1), f(b2),..., f(b.)} est
une famille génératrice de Im(f). Montrons que cette famille est libre. Soit Aq,..., A, € K une

collection de scalaires tels que Y., \; f(b;) = 0. Par linéarité, on obtient que

i=1

i=1 i=1

Comme Y\, \;b; € Ker(f), >°I_; A\;b; s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de la
base de Ker(f), autrement dit il existe des scalaire (11;)1<j<n € K avec 351 Nibi = D20 pja;.

Les A; et les u; sont donc tels que :
—p1a1 — H2a2 — = fnpGy + A1br + Agba + -+ Apb = 0.

Comme la famille {a1,as,...,an,b1,b2,...,b.} est une base de E, elle est en particulier libre,
ce qui implique que pour tout 1 < j < n, u; = 0 et pour tout 1 < ¢ < r, A\; = 0. Ce qui
montre que {f(b1), f(b2),..., f(b.)} est une famille libre de Im(f) donc une base. On obtient
bien dim(Im(f)) = r.

Pour conclure on a bien dim(E) = n + r = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)). O

Proposition. Soit f : E — F une application linéaire injective (donc Ker(f) = {0}) entre

deuz espaces vectoriels de méme dimensions (dim(E) = dim(F)) alors f est bijective.

Démonstration. C’est une application du théoréme du rang : on sait que dim(F) = dim(E) =
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = 0 + dim(Im(f)). Donc dim(F) = dim(Im(f)) et par définition
Im(f) = {f(z) | x € E} C F donc F = Im(F) et f est surjective. Par hypothese f injective,
donc f bijective.

On peut le voir d’une autre fagon : Soit B une base de E, par exercice f(B) est une famille
génératrice de Im(f). Comme f est injective f(B) est une famille libre de F', qui possede le
méme nombre de vecteur que B, c’est & dire dim(FE) vecteurs. Donc f(B) est une base de Im(f)
et dim(Im(f)) = dim(F) et Im(f) C F implique que Im(f) = F et que f est surjective. O

Proposition. Soit f : E — F une application linéaire surjective (donc Im(f) = F) entre deux

espaces vectoriels de méme dimensions dim(E) = dim(F') alors f est bijective.

Démonstration. Exercice, indication : utiliser le théoreme du rang. O



