UPJV Licence 3 Mathématiques

Algorithmique Algébrique

TD3 Exercice 7 (formule de Legendre).

Soit n € N, montrons que :
+oo n
vp(n!) = Z LU“J
a=1
Remarquons que cette somme est finie, en effet si g est le plus petit entier tel que p® > n, alors
n

pour tout ap < ¢ on a p% < 1 donc LTJ = 0. Autrement dit :

Remarquons aussi que comme v, (ab) = vp(a) + vp(b) :

n n n
vp(nl) = vy (H Z) = va(i) = va(i)~
i=1 i=1 i=2
Notons que pour tout 2 < ¢ < n, v,(i) < ap. Pour calculer la somme ci-dessus & droite, on

regroupe par paquets les ¢ entre 2 et n qui ont la méme valuation p-adique :

n

D vp(i) =Y axcard({2 <i < nv,(i) = a})

=2 a=1

Il nous reste donc & déterminer card({2 < ¢ < n | v,(i) = a}) c’est & dire combien de nombre
compris entre 2 et n ont une valuation p-adique égale a un « donné. Ce sont les nombres qui
sont divisible par p®, mais non divisible par p®*!.

De fagon générale pour a € N, combien a-t-on de nombre 2 < i < n tel que a | 7? Ceci revient a
calculer le "nombre de fois que 'on peut mettre a dans n” autrement dit c’est le quotient de la
division euclidienne de n par a, que ’on peut écrire L%J

Soit & € N, le nombre de 2 <i < n tel que v,(z) = p* est donc L%J - L%J, alors :

vp(nl) = ia x card({2 < i < n|vp(i) = a}) = ia Q;}J _ LD‘ZID
“Yolg)- Beon 5] -2 5

Ce qui conclut le calcul.



