Catégorie abélienne

Théoreme chinois
Lemme. Dans une catégorie abélienne, on a :

X/ANB~X/A®X/B < X=A+B

Ou A% X et B 22 X sont des sous-objets de X .

Démonstration. Soient les applications f = ja oma + jp o 7B, g = ix/a 0pa +ix/popp et
h =1ix/40pa —ix/popp inscrites dans les diagrammes suivants :
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Remarquons que X/A N B = Coker(Ker(g)) ~ Im(g) et donc que g est un épimorphisme si
et seulement si X/AN B ~ X/A @& X/B. D’autre part, I'égalité X = A + B se traduit par
la surjectivité de f. Finalement, ’énoncé du lemme est donc équivalent & montrer que f est
épimorphisme si et seulement g est un épimorphisme.

Notons que g et h différent seulement d’un isomorphisme h =t o g avec t = ix/4 0 Tx/a —
ix/BOTx/B et t2 = 1. Nous allons montrer que h (et donc g) est un épimorphisme si et seulement
si f est un épimorphisme en montrant que leurs conoyaux sont isomorphes.

Par définition de f on a ck(f)oja = 0et ck(f)ojp = 0, ce qui donne des uniques morphismes
Aa: X/A — Coker(f) et Ag : X/B — Coker(f) tels que ck(f) = Aa opa = A o pg. Montrons
que le carré commutatif X, X/A, X/B, Coker(f) dans le diagramme suivant est un pushout :
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Supposons qu'il existe ug : X/A — U et ugp : X/B — U tels que uq o ps = up o pp, alors on
montre facilement que ugopsof = 0 et qu’il existe donc un unique morphisme « : Coker(f) — U
tel que Bock(f) =ua opa. De plus,

Bodlaopa=uaopa et Bolpopp=usopsa=upopp

Dot fodas = ug et SoAg = up étant donné que py et pg sont des épimorphismes. Ainsi,
(Coker(f), Aa, Ap) est bien le pushout de (X, pa,pp).
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Montrons maintenant que le carré dans le diagramme suivant est aussi un pushout :
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Supposons qu’il existe u4 et up comme précédemment. On pose w = us © Tx/4 + UB © Tx/B-
On vérifie que wo h = uy opy —up o pp = 0, il existe alors un unique morphisme « tel que
a o ck(h) = w. On vérifie facilement que o ck(h) oix a4 = ua et aock(h) oix/p = up. Ainsi,
(Coker(f),ock(h) oix,a,ock(h)oix,p) est bien le pushout de (X,pa,ps).

Par unicité & isomorphisme prés du pushout de (X,pa,pp) on obtient que Coker(f) ~
Coker(h) ce qui acheve la démonstration. O

Corollaire. Dans une catégorie abélienne, si X est un objet possédant un nombre fini de sous-
objet mazimaux {M;};cr alors :

X/Rad(X) ~ P X/M;

i€J
Oi Rad(X) = e, M; et J C 1.

Démonstration. On procede par induction sur I, en remarquant a chaque étape que comme M;
est maximal si ANM; # Aona M;+ A=X. O

Corollaire. Soit R un anneau, X un R-module et X,Y deux sous modules de X, alors
X/ANB~X/A®X/B <— X=A+1B
Démonstration dans les modules. Remarquons premierement que ’application suivante :

v: X > X/A® X/B
— (z+ A,z + B)

est bien définie et que Ker(p) = A N B. Autrement dit on dispose d’un morphisme injectif
p: X/ANB— X/A® X/B.

Montrons que X/ANB ~ X/A® X/B = X = A+ B. Soit y € A, alors (y + A,0+ B) €
X/A® X/B il existe donc un unique z € X tel que (z+A,z+B) = ¢(x+ANB) = (y+A,0+ B).
On obtient alors quey —z € Aetz € B,douny=(y—z)+z € A+ B.

Montrons que X = A+ B = X/ANB ~ X/A® X/B. 1l suffit de montrer que si X = A+ B
alors p est surjective. Soit (z+ A,y+B) € X/A® X/B, alors il existe Z = za+2xp et § = ya+yn
avec rA,Yya € A, zp,yp € Btelsque T+ A=a2p+ A=+ Aect g+ B=ya+B=y+ B.
On vérifie maintenant facilement que ¢(ya +xp) = (tp + A,ya + B) = (x + A,y + B). D’ou la
surjectivité de ¢. O

Corollaire. Soit a et b deux entiers, alors Z/aZ x Z/VZ ~ Z]/abZ <= pgcd(a,b) = 1.



